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On introduit dans l’ensemble des arbres binaires une transformation not&e + qui deplace 
toujours dans le m&me sens les sommets internes. L%tude de cette transformation revient 
fondamentalement ii resoudre la question suivante: etant don& deux arbres u et 7, peut-on 
reconnaitre si u + r ou non? On propose ici une caracterisdticn de a -+ T par une comparaison 
de deux suites de nomhres entiers et on generalise le r&ultat aux arbres n-aires. 
We introduce into the set of binary trees a transformation which always moves the branch 
nodes in the same direction. To study this transformation amounts to solving the following 
question: given two trees u and T, can we tell whether a --j r? Here we propose a characterisa- 
tion of u 4 T through a comparison on sequences of positive integers and the result is 
generalized to n-ary trees. 
1. Termidogie et di%nitions 
On adopte la terminologie de Knuth [3, p0 305-422-j. Un arbre binaire est tel 
que chaque sommet comporte soit deux descendants (sommet interne represent6 
par 0) soit zero descendant (sommet externe ou feuille represente par El). La 
classe 58 des arbres binaires est definie rkcursivement par Equation: 
qui montre qu’un arbre binaire est soit I’arbre form6 d’un seul sommet externe 
soit forme d’une racine et de deux arbres qui sont les sous-arbres gauche et druit 
de la racine. Les arbres binaires peuvent aussi etre ecrits en notation polonaise 
grke 2 Equation recursive: 58 = Cl + OS&B. Le produit de deux arbres (T et T est 
un arbre dont la racine admet o comme sous-arbre gauche et T comme sous-arbre 
droit. 811 ecrit OUT ou 
* Une version preliminaire de cet article a Cte prCsentCe au colloque AFCET “Les Mathematiques 
de 1’Informatique”. Paris, Mars 1982. 
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Par convention OAU = Od = a oh h est l’arbre vide. On num&ote les feuilles 
par leur ordre d’apparition dans l’hiture polonaise. On note 101 le nombre de 
sommets internes de I’arbre a. 
Exemple 1. a=00El00LIN3l~O~O~OOU~~. Voir la Fig. 1. 
Exemple 2. T =OOOOOOOO~OO~O~~. Voir la Fig. 2. 
Fig. 1. Fig. 2. 
II existe un certain nombre de suites d’entiers qui carackisent les arbres [2]. Pour 
notrc propos, on retiendra: 
Dhhition 1. Etant don& un arbre a, on appelle B-suite de G (B pour Benabou) 
la suite (Ic(i))[$isla\ oti l,(i) est le numkro de la premi&re feuille du plus grand 
sous-arbre admettant i comme dernikre feuille. 
Exemple 3. Si u est l’arbre de 1’Exemple 1: la = (1,2,2,1,5,6,7,7). 
SI -- est l’arbre de 1’Exemple 2: S = (1, 1,1,4,5,4,7). 
Rewrques 1. Si i est la premikre feuille d’un sous-arbae: I,(i) = i. 
Si i est ?a dernikre feuille d’un sous-arbre: b(i) # i. 
Pour tout i: I,(i)< i. 
Lei suites fondamentales des arbres binaires peuvent se calculer de proche en 
pro&% g&e 8: 
L-T = (l,(l), . . . 9 Lhi, 1, b(l)+lal+ 1,. . . , l&l)+lal+ 1) 
1 n t1 + 1 t1 +2 n+m+l 
qui donne la suite d’un produit Our en fonctisn des suites de a et T. 
Thiior~me 1 (caractkisation des B-suites). l?ne suite d’entiers (&)i<i<n est la 
B-suite d’un arbre binaire admettant n sommets intemes ssi: 
(11 pour tout i: l+<i, 
(2 ’ POW tOUt i’ tel que li S i’s i on a : li G li’. 
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2. A-trantiormatim dam ks arbres i&mires 
D&rant caracteriser combinatoirement les trausformations les plus g&&ales, 
on commence ici par etudier les transformations de type associatif sur les arbres. 
D&Mon 2. On appelle A-transformation (A comme associativite) dans la classe 
!3B des arbres binaires le plus petit prdordre + dans 9B, compatible Zt gauche et ZI 
droite avec Je produit des arbres, i.e. G + T implique 
paur tous arbres 4 et #, et vkrifiant pour tous les arbres a, T et u: 
Exemple 4. Pour les arbres B 3 sommets internes, on a le pentagone, montrk dans 
la Fig. 3. 
Fig. 3. 
Thbrhme 2 (critkre recursif de comparaison). Soient cr = Oalcz et T = OT~Q 
deux arbres binaires tels que Ial = 1~12 1. Pour que CT + T il faut et il sufit qu’il 
existe un arbre @ (hentuellement vide) tel que 
Diimonsbation. La condition est kvidemment sufbsante: 
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Montrons qu’elle est nkessaire. Notons ck~~a_~( ckIr2 s’il existe @ vkifiant 
a,?-*OI+ et QcT,@+T~. 
La relation< est reflexive et compatible avec le produit. Montrons qu’elle est 
trarisitive. Supposons Oa,oz< Ch1T2 et 0~~~4: chjh,&. Dow il existe deux 
arhres 4, et <b2 vkifiant: 
II existe 4 = Ot#& tel que 
-C vtirifiant toutes Its conditions de la Dkfinition 2 et --* &ant la plus petite 
rclalion ti les vkificr: 0 --j* 7 3 04 7. 
Corollaire 2. Lu A-trcrrzsforrnatiorz -+ est me relatiort d’ordre sur 9% 
IL Thh-2mc 2 donne une condition nkssaire et suffisante pour que a --, 7. 
Utile dans Ies dtirwnstrations par rtkurrence sur le nomhre de sommets internes 
dcs arbres puisqu’il fait hntervenir un arbre @ tel que \@I < lcr\ = 1~1, il ne permet 
pas toutt’fois de voir directcment si 0 -+ T ou non. Le th&~rkme suivant donne 
unc’ condition ndcessairc et suffisante pour yiue 0 -+ T qui fait intervenir les 
B-suites de CT et T, suites de nombres entiers qui se p&tent tri% bien B un 
traitcmcnt m~caniqw. Si notre probl6matique est dans cet article purement 
wmhinatoire, on notera toutefois que cette A-transformation intervient dans les 
‘rotations* qui pcrmettent de r&6quilibrer aprks insertion d’une nouvelle cl6 des 
arks binaires kquilibrks [4. p. 351~4701 et dans IXtude de la coherence en 
tIi&wk des categories [1, 51. 
Thtirhe 3 (de comparaison). Soient u et r deux arbres binaires tels que \a\ = ITI= 
11. Pmr 4144 ct - 7 il jht et il sufit que l,,(i) 2 k(i) pour tout 1 s i S n. 
Wmonstration. Des calculs Gmentaires sur lcs B-suites montrent que la condi- 
tion c‘st ii&32ssairc. lnvt‘rst‘ment, supposons I,, ‘3 I, i.e. l,(i) 2 l,(i) pour tout i et 
af: 7. Soit alors i le plus petit entier tel que I,(i)> 2,(i). Soient j = L,(i)> 1 et 
k -1 I,, (j - 1). 11 y a done dans c un sous-arbre & admettant k comme premikre 
feuille et j - 1 comme dernihe feuille et un sous-arbre & admettant j comme 
premike feuille et i comme dernikre feuille. 
(lr contient done le sous-arbre 
.**O&*** (pal) 
P 
qui, transform6 par + devient 
et donne un nouvel arbre ul: 
Soit s le plus grand entier tel que b(s) = i. La B-suite de (To est la m&me que celle 
de a sauf au rang s car I,(s) = i > l,,(s) = k. Par definition de i: I& - 1) = L(i - 1: = k. 
Done I,(i)<j implique l,(i)< k, Par hypothese I,(s)< Z_(s) =i done &(s)G i et 
d’aprtts le Theoreme 1: k(s) G L(i) s k. Done I,,(s) > l,(s) et &, 2 I,. On a construit 
un arbre CQ tel que l,, a 1,1 > 1, et o -+ err. 
II existe done une suite finie d’arbres Oi telle quc: 
Par transitivite 0 3 7. 
Remarque 2. La demonstration precddente fournit un algorithme qui permet de 
construire un chemin allant de cr vers T si a ---, T. On montre que la longucur de 
ce chemin est minimale et majoree par le nombre rt de sommets internes. Par 
exemple, soient 
a=000000000Cl0000U et 7=OOOOUOclOOOOOOEKJ. 
1,=(1,2,2,4,5,6,6)~1,=(1,1,1,4,5,4,1) done ~7-7. 
On indique a chaque etape de la construction la valeur de i, le plus petit entier tel 
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que fwk(i)>l,(i). Voir la Fig. 4. 
u =OrJOonoooooooooo 
u, =000000@00000000 
“2 =OoOoooOoOoOOooa 
cr, -- 000U[700 JOOOOOOO 
Il,=(1,2,2.4,5.6,6) i_2 
[C-Cl, 1.1,4,5,4,1) - 
1 I ~,=(LZ 1AUN i=2 IT=(l, 1, I,4 5,4,1) 
I 
L =(l, 1% 1,4,5,6,6) i 
&Cl. 1.1,4,5,4,1) = 
6 
I ,+=(l. 1, 1.4.5.6.5) 
r*=u. 1,1,4,S,4,1) i=6 
! (,,=(I, 1.1,4,5,S.S) 1 I, =(l, 1,1.4,5,4.1) i=6 
{ 
I,,-(1.1.1,4.5,S.3) 
= 
I, -(l. 1. 1.4 ?. 4. 1) 
i b 
I,,=(l. 1, l.-kS\4.4) = 
I, =(I. 1, 1.4.5.4. 1) 
i 7 
Fig. 3. 
Codaire 3. Lu classe 58 des arbres birtaires munie de la relation d’ordre + est un 
lreillis. 
Lemme 1 (de cohkewe binaire). Darts le treiilis (%!I,+) toutes les a&es d’un 
chemiu erttrc de;ix trrhs appurtiettrtertt soit Ct des perttagones de la forme: 
ChOTO~~ - ouooT~~ 
wl.~ 4 des carrt% de la forme: 
DCmonstration. Si CJ- -+ CT’ et T -+ T’, alors f,, 2 I,,* et fT 3 iTI d’aprks k Th&&me 3. 
Oil montrc alors que 
Sl@&T’. (h’T) -.. f3<TT et illf(~OT’, 00’7) -= c)dT’. 
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Toujours en en utilisant les B-suites, on monttz que si T + 7’ alors: 
sup(OtrOr’v, 0007~) = 000~~. et inf(Oo07’v, 00~~7~) = OQ&v. 
Par la m2me m6thode: 
suP(OO~o~, 00~0~) = sup(00aOv@, 0000Tv#) = OoOrOr& 
inf(OOcmOv#, C~O&U+) - l mf(OOmOu+, OoOOw$) = OOO~FTE+. 
Le resultat est alors obtenu par r&urrence en Uisant le Theoreme 2. 
La classe J& des arbres n-aires est definie recursivement par Kquation 
_ 
n fois 
ou en notation polonaise 2& = Cl + OJ& l l 9 d,,. La B-suite d’un arbre n-aire se 
definit exactement comme en binaire. On introduit de plus: 
DiSdtkm 3. Soit u un arbre et la sa B-suite. On pose 1: = la. Si I;-’ est definie, 
on pose 
Z:(i) = 
i 
1 si l:-‘(i)= 1, 
lm(lz-‘(i) - I) sinon 
1: s’appelle la k&me suite derivee de w. Dans A&,, on utilisera I:-‘. 
D&&ion 4. Etant don& un arbre n-aire a non reduit i!k 0, on appelle codage 
binaire gauche de cr l’arbre binaire obtenu en remplacant dans a tout sous-arbre 
par le sous-arbre binaire 
11 est equivalent de remplacer dans l’ecriture polonaise de u tout noeud inkerne 
0 par n - 1 noeuds binaires. 
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D&&ion 5. On appelle G-suite 
son codage binaire gauche. 
f?onnin et J.M. Pall0 
d’un arbre n-tire o et on note &I la B-suite de 
Exemple 5. Dans J& on a la situation montrk dans la Fig. 5. 
de codage binaire 
I,, =~(1.2.3.2,1.~,,7.ci.9,10,9,‘2,1,3,12) 
1; :--(I. 1,2,t,1,1.6, 1,6,9,S,9,12,~) 
R, (1,2.2.1.1,h,h. 1.9,9,9,12,12,9) 
Fig. 5. 
DCfinition 6. On appcllc A-transformation dans SlQ,, ie plus petit prkordre + dans 
~QC,. wmpatihlc WCC Ic produit dcs arbres n-aires, et vhifiant pour tous arbres 
II -ah-es ul, wz, . . . . chn _ ,: 
Exemple 6. Dms d3 cm a: 
et 4 II a Ic diagramme de la Fig. h qui montrtb que, contrairement au cas binaire, 
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& n’est pas un treillis: 00tJC!ClOOCl~Cl et OOOOCJlJUCl~U n’ont pas 
de borne supkieure. 
Quuoououuo - 
1 
000on_rl00oo 
Tu07 
ooooooQoclo 
>i 
OOtlOOaOatJa 
I \ A/+ OoOaOooooa 
0000000000 
1 
/ \ 
0o0000onoo ooocloorJclno 
000clOOclOOn 
\ 
\ / 
00O0OcJclO0Cl 
0000000000 - 
Fig. 6. 
I1 existe dans &,, un crit&e rkursif g&Gralisant le ThkorGme 2 mais sa 
lourdeur le rend inutilisable dans la pratique. Pour obtenir un crit&re de com- 
paraison dont le Thhr&me 3 ne sera qu’un cas particulier, nous avons ies lemmes 
suivants: 
Lexnme 2. Soit w un arbre n-aire et I$ sa G-suite. Alors: 
(a) Si i est la premi&e feuilk d’un sous-arbre n-aire non riduit h Cl: &r(i) = i et 
inversement. 
(b) Si i est la dernihe feuille d’un sous-arbre n-aire non rkduit h Cl, soit T le plus 
grand sous-arbre n-aire dont i est la demihe feuille. Alors g (i ) est egal au numho 
de !a premihe feuille de l’arbre dont 7 est un sous-arbre. 
(c) Duns les autres cas, G(i) est le nume’ro de la premihe feuille du sous-arbre 
auquel la feuille i appartient. 
Le=e 3. Pour tout arbre n-aire a: s(i)> l:-‘(i) pour tout 1 s i < 101 oti g,-, et 
I:-’ sont respectivement la G-suite et la (n - 1)tme suite d&i&e de CT. 
Lemme 4. Soit lg-’ la (n - 1)2me suite dirivie d’un arbre n-aire cr. Alors entre les 
feuilles de numhos 1:i-l (i) et i, il y a exactement n - 1 sous -arbres adjacents i I:- ’ 
(i) 3 2 et au plus n - 1 si l:-‘(i) = 1. De plus l:-‘(k) = k ssi k = f . 
Lemme 5. Duns un arbre n-aire a, si la feuille numiro k( n - 1) + 1 pour k 3 I n’est 
pas la dernihe feuille d’un sous-arbre dont la premiere feuille a pour nume’ro 1, 
Jilors 1;~‘(kin - 1) + 1) 2 2. 
Th&w&me 4 (de comparaison). Soient u et T deux arbres n-aires teh que Ial = ITI= 
tn. Pour que u + 7 il faut et il sufit que g_(i) > If-‘(i) pour tout 1s i 5s tn. 
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KNmolrstmtion. que la condition est suffisante. Supposons &t 5 2z-l que 
nous notons (T 5 7 et U# 7. 01 notera ui,i le sous-arbre de a admettant i comme 
premikre feuille et i comme dcrniere feuille. Soit 2 = {ai,,i,) I’ensemble des 
sous-arbres de a qui ne sont pas wus-arbres de T. 2 # 8 car of T. Soit 
i =min ik et j = max& \ Ui,jk E 2). 
k k 
Si on wait 
A a 1, I _______--- 
i i k 
(r,.k * serait arrssi sous-arbre de r. Le Lemme 5 applique B l’arbre Ui,k montre que 
1: ‘(i) 2 i -+- 1 en contradiction avec I’hypothese g,(j) = i 2 l:-‘(j). Done i 32 et si 
on note gi.i = CQ1<bz l - l c#B,,. u contient le sous-arbre 
qui, transform6 par -+ . devient 
w, l l ’ $i’ zO$i’- 141 * ’ * &Jli’+\ ’ . ’ +“. 
On ohtient un nouvel arbre CT,. Soient k la premihe feuille de $itwl, j’ la derniere 
fcuille dc 4” ,. i, la premiere feuille de $,. Voir la Fig. 7. 
k i *, I 
! a suite g_, est identique a G jusqu’en k - 1. Si p est la derniere feuille d’un 
sous-arbre &,, . . . , & _2: g,(p) = i et g,,(p) = k. Par hypothese: g,(p) = i 3 I,“-‘(p). 
bhntrons que f&,,(p) = k 2 !yem’(p). si on avait k < l:‘- ‘(P), Tk.i-1 serait un sous- 
m-hrc de 7 et done I: ‘(p) = i. D’apres le Lernme 4, il y aurait entre Ies feuilles i 
ct p cxactement n - 1 sous-arbres adjacents car i 2 2. Or il y en a It - 2 au plus, 
d’oti la contradiction. 
Pour c#& , , voyons si g,,(f) = i I 3 I: -l(f). Entre i, et i’ on trouve i’ - 1 SOUS- 
Arcs ad jacen ts (i’ - 1 s n -- 1). Si 1; ‘(i’) = il, on a evidemment i, 2 1: -lo”). Si 
1: ‘(i’) 5: 2, il y a entre I:‘--‘(i’) et j’ exactement n - 1 sous-arbres adjacents, done 
!:l ‘(i’) s i,. On a done construit un arbre cflJ tel que a,> T et a ---, al. 11 existe 
uwsuitecr, telleq~lc~>a~)a,>**~>a,~rcta~o~-,u~~~..~u~.Donc 
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il existe r tel que a, = T et par suite a + T. La nkessitk de la condition se montre 
facilement. 
ExempIe 7. On construit dans .aS, ?c chemin mis en evidence a la d6monstration 
pr&&Iente. On indique chaque fois la valeur correspondante de i. 
a~0000000n000000f700ODDDOOOO- 
7=OOOOOOOOOaOaCJOOoOOOn0~00n. 
Puisque 
13,=(1,1,2,1,1,1,1,1,8,1,8,1,1,1,1, 1,l) 
o=OOOO~OR~OU~OOO~OOOUOOO~UO i=2 
1 
u~=ooooooi7ooooooooooooouoouo i 43 
1 
i 
o,=ooooclooDooooooDnocouooooo i = IS 
1 
u~=O~OOOOOOOOOOclOOOOc7c1OOOOnc7o i = 14 
I 
1 
T=OOOOou0OOOaooooo~ooooonno 
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